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複合材料三明治殼構件的振動分析與最佳製程參數設計
A Study of Vibration Analysis and Optimal Process Var iables of 
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主持人：賴峰民    修平技術學院工業管理系

一、中文摘要

本計畫研究複合材料三明治殼構件的
振動分析、製造方法及最佳製程參數。利用
多層理論之殼元素來模擬複合材料三明治
殼構件的強度與振動行為。其次，最佳化理
論乃採用一具束制條件的全域最佳化設計
方法及結合 branch and bound方法，並以兩
階段的最佳化設計技巧來研究複合材料三
明治殼構件的耐震設計。並利用動態實驗及
頻譜分析來探討複合材料三明治殼結構件
在自然頻率的模式，進而修改各部位的厚度
及纖維角度，期能尋得最佳的自然頻率，以
避免產生共振的現象。且應用最佳化理論及
動態特性之試驗方式(頻譜分析儀) 來研究
製程參數如纖維角度、各部位不同的層組厚
度、烘烤溫度和時間對構件之成型及動態性
質之影響，藉實驗數據預估複合材料構件之
最佳製程參數。

關鍵詞： 三明治，殼元素，共振，最佳化，
頻譜分析

Abstract

The project will to study the vibration 
analysis, strength analysis, manufacturing 
procedure and optimal process variables for 
laminated composite foam-filled sandwich
shells. Among which the shell element 
coupled with the theory of first order shear 
deformation are used to dynamic behavior 
and the analysis of strength of shells. 
Furthermore, the optimal design and 
dynamic test are used to verify the best 
composition of laminated sandwich shells 
under the constraint of process variables. 
The results of vibration analysis avoid 

resonance phenomenon.
The previously proposed constrained 

global optimization method is incorporated into 
the branch and bound method to formulate a 
two level optimization technique for conducting 
the minimum weight design of thick laminated 
composite foam-filled sandwich shells with 
continuous (core thickness) and discrete 
(number of layer) design variables subject to 
nature frequency constraint. Besides, 
experimental and theoretical methods are 
presented to study the resonance behavior of 
laminated composite foam-filled sandwich 
shells. The nature frequencies are determined 
using the NDE system. The test results are used 
to verify the accuracy of the analytical 
techniques.

Keywords: shell, foam-filled, resonance global 
optimization, nature frequencies

二、緣由與目的

複合材料三明治殼結構目前已逐漸被
使用於各種工程結構方面，如飛機機身及
尾翼部份、動態機械外殼、抑或是種種需
達到厚度大、避免共振現象發生、且耐腐
蝕等要求的結構上。當結構物運轉或運動
及承受外力作用時，常常會產生振動的現
象，若振動過大或振幅足次增加時，多會
導致機器受損導致壽命縮短，為了確保結
構物的安全性及壽命增長。當共振產生，
振幅逐次遞增，當振幅超過某一允許值，
即使是短暫一瞬間，結構即視為破壞。在
本計畫中，三明治殼結構件的振動分析即
有助於設計者避開結構件易於共振之區
間，使結構件不至於突然地破壞，且能達
到其要求之強度。因此纖維複合材料三明



治殼結構件振動分析亦愈受到重視。本計
劃採用殼元素，配合多層理論建立殼元素
的有限單元，此元素不僅考慮了側向的剪
應變，同時亦考慮了側向的正向應變，因
此可精確的評估三明治殼構件的破壞強
度。
在文獻中，學者利用板元素的組合來

分析殼構件的力學行為，其中 Clough 等學
者 [1-2]提出表面座標的觀念來模擬殼構
件，Zienkiewicz [3] 建立各種板元素及殼在
不同座標間的關係，但這些基本的理論分析
確是忽略了厚度及第三軸的應力效應，當複
合材料殼構件的層數較多時會過於高估複
合材料殼構件的破壞強度，Kam [4-8] 和他
的研究群發展多層理論來分析複合材料板
件的應力，首層破壞載重與最佳化設計。有
關複材圓柱殼的自由振動，Shu 和 Du [9]
曾以 CLT 理論分析之，而 Yadav 和
Verma[10]以 FSDT理論分析之，Jegley[11]
以 HDST 理論分析之。在 Lam 和 Loy[12]
中，討論在積層複材圓柱殼中，邊界條件及
纖維角度對自然頻率的影響。本人在期刊
[13] 中利用最佳化設計的理論尋找動態複
合材料積層板的最佳設計參數值。
本計畫有鑑於國內外學者未曾提出以
有限元素模式來分析三明治殼結構的動態
特性，並進一步探討設計參數如纖維角度和
各部位不同的層組厚度求取其全域的最佳
值以使複材三明治殼結構避開結構件易於
共振之區間。而本計畫擬從理論及實驗兩方
面研究複合材料三明治殼結構件的動態特
性及振動模式，並比較理論與實驗值的差異
性，以修改理論分析模式，達到符合實際的
分析模式與最佳化設計模式。

三、研究方法

(1) 多層殼元素理論及振動分析
首先考慮一個厚殼元素如圖 1 所示，假
設 、 為殼元素中性面(middle-surface) 

上 的 三 個 曲 面 座 標 ， 其 座 標 範 圍 為
。若此三相互正交的方向係以單

位向量 所定義，則配合其旋轉量
、 與 (圖 2)，則位移場表示如下 [12]：

+















ηξ=

















∑
i

i

i

i

w
v
u

N
w
v
u

),(

[ ]∑ ∑
−

=
−

































γ
β
α

⋅−ζ−ζηξ
layern

1
3211 )(

2
),(

j
ji

ji

ji

iiij
i

i vvv
t

N
rrr

 (1)

其中 wvu 、、 為沿座標軸 zyx 、、 的位移量；
),( ηξiN 為形狀函數； it 表各節點之厚度。

其次材，料座標 x′ , y′ , z′ (如圖 1© ) 所示上的
位移與應變的關係為：
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經轉換至全域(global)座標系統，可得
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應力與應變關係則可以下式表示：

(4)

其中 為材料的彈性係數矩陣。然而，每個
元素勁度矩陣的表示式為

(5)

其中
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則元素的勁度矩陣可以下式表示利用上述

的有限單元推導過程動態方程式寫成下

式：

K M P∇ + ∇ − =&& 0 (7)

其中，M  , K  , ∇ 分別代表平板的廣

義質量矩陣，勁度矩陣及位移向量 。在

有限元素的模式下，我們取 q=8 

(quadratic element) 及利用 2×2 的高斯

積分點做數值運算。則特徵值的問題可

展開成下列的矩陣行式：

K M∇ − ∇ =ω2 0 (8) (12)

其中 ω 是自然頻率。

(2) 最佳化設計

茲利用兩階段的最佳化設計方法來求
解複合材料三明治殼結構件受限制條件下
之問題，尋找最佳的製造時纖維角度和厚
度。在第一階段的最佳設計中，纖維角度和
層厚假設為連續的設計變數，其目標函數導
入格蘭因子可寫為

  
(9)
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]
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其中 µ j ,η ,rp 為係數。在這最佳設計階段
中，設計參數 (θ , h) 假設為連續變數。
當完成第一階段的最佳設計後，便可針對
製造束制進行第二階段的最佳設計，此時面
板之層數可由下式決定
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其中 Int[.] 為括弧內數值之整數項。
而整數 mi 和 qi 的可能值為
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在此階段之最佳設計問題用數學式表示可寫
為

minimize W ( ~ ~θ , h )

subject to     P Pc ≥ (12)
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其中 ~θ θi im o= 和 ~h n hi i o=  ( i NL= −1 1, ,L ); 
~ ~h hNL c= 。上述之最佳化問題可用 branch and 

bound方法來求解，若 NL值不大則可直接用
組合方法來求解。

四、結果與討論

本計劃所推導的分層理論之殼元素不僅
考慮了側向的剪應變，同時亦考慮了側向的
正向應變，而本人發現材料力學忽略了第三
軸應力的影響，而分層理論則考慮了厚度的
影響效應，所以當厚度越厚時誤差就會越
大，會過於高估結構體的振動頻率。
本文藉由實驗與理論來探討複合材料殼
構件及三明治殼構件的自然頻率及共振區
間，我們的理論分析與實驗值對照來確定其
準確性(如表一、二)，當疊層數較少且厚度較



薄時分層理論與薄殼理論的準確性都相當
高，但疊層數較多且厚度較厚時分層理論要
比薄殼理論來的精確。
在最佳化部分，本計劃採用兩階段的最佳
化設計技巧能夠精確的尋找出複合材料三明
治殼構件的最佳製程參數(如纖維角度、層組
厚度)，如表三所示。因此本計劃發現當層組
NL=3 時，其角度為[45/-45/core]s；但 NL=4
時，則角度為[45/-45/45/core]s。因此，本計
劃已經利用實驗來證實最佳化理論的準確
性。

五、計畫成果自評

本計劃以建立多層理論之殼元素的振動
分析模式及最佳化設計技巧，可以準確的分
析及設計複合材料三明治殼構件的自然頻率
與最佳製程參數，也藉實驗數據預估複合材
料構件之最佳製程參數，所獲得之結果將提
供產業界做研究複合材料殼元件的分析、設
計和檢測之用。本研究成果擬將投稿於 Solid 
& Structures期刊或在國內外會議中發表。
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圖 1. 殼元素座標示意圖

圖 2 分層理論之位移場示意圖



表一  複合材料與發炮材料的材料常數

Material
Material  constants Density

E1 E2=E2 G12 = G13 G23 v12 = v23 = v13 ρ( / )kg m3

複合材料 172.7 Gpa 7.2 Gpa 3.76 Gpa 1.88 Gpa 0.3 1450

發炮材料 1.03  Gpa 1.03 Gpa 0.4 Gpa 0.4 Gpa 0.30 267.5

Plate 

No.

Material No. of 

Layers

Density

(kg/m3)

Thickness 

(mm)

Length 

(mm)

Ply

Orientation

762 CFRP 8 1566 1.58 178 All  o0

764 CFRP 8 1446 2.12 234 [
o0 / o90 /

o0 /
o90 ]s

761 GFRP 8 1971 1.64 183 All  o0

734 GFRP 8 1814 2.05 227 [
o0 / o90 /

o0 /
o90 ]s

表二  自然頻率與阻尼的理論分析與實驗結果

Plate Material Mode   Experiment Present

No. ω1 (HZ) ηs  (%) ω1 (HZ) ηs  (%)

762 CFRP I 81.5 7.0 82.2 6.89

762 CFRP II 107.4 4.9 115.2 4.25

764 CFRP I 68.9 6.7 68.5 6.94

761 GFRP I 78.1 6.0 82.2 6.03

734 GFRP I 62.2 6.7 63.7 6.68

表三  複合材料三明治殼結構件受共振頻率限制的最佳化結果
(a= b=10 cm Hz100=f  , c )

層組 NL=3 NL=4

最佳化結果
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