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摘要 

本計畫針對黏彈性流體薄膜流，探討沿

垂直方向移動的直立圓柱表面流下的薄膜

流之弱非線性液動穩定性問題，並分析圓柱

以等速旋轉的情況下，對流場穩定性的影

響。首先使用長波微擾法推導薄膜的自由面

方程式，在探討薄膜流場的穩定性問題上，

主要分析圓柱的移動及旋轉效應對系統穩

定性的影響。在液膜弱非線性穩定性分析

上，以時間和空間之多重尺度展開法推導得

Ginzburg-Landau方程式，定出超臨界爆炸、

超臨界穩定、亞臨界不穩定及無條件穩定等

狀態，並分析亞臨界不穩定區域之臨界振幅

值及超臨界穩定波之平衡振幅及波速。藉此

探討非線性效應對流場穩定性的影響。   
 
關鍵字：薄膜流，長波微擾法，多重尺度法 

 
Abstract  

This project presents a stability analysis of 
thin viscoelastic liquid films flowing down a 
cylinder moving in a vertical direction. The 
purpose of this project is also to discuss the 
effect of rotating parameter on the stability of 
the flow system. The long-wave perturbation 
method is employed to derive the generalized 
nonlinear kinematic equations for a free film 
interface. The current thin liquid film stability 
analysis provides a valuable input to 

investigations into the influence of the style of 
motion of the vertical cylinder on the stability 
behavior of the thin film flow. This study 
utilizes the multiple scales method and derives 
the corresponding Ginzburg-Landau equation 
to characterize the nonlinear behavior of the 
flow. The subcritical stability, subcritical 
instability, supercritical stability, and 
supercritical instability states are obtained 
from the nonlinear stability analysis.       
 
Keywords: thin film flow, long-wave 

perturbation, method of 
multiple scales  

 

一、 計畫源由與目的 

流體沿垂直圓柱表面流下時，液體薄膜

的動態穩定性問題，在各項工業應用上，相

當的重要。以圓柱材料的表面塗層為例，會

因薄膜表面的波動而導致塗層不均勻現

象，使物體表面失去光澤或觸感，或因波動

幅度過大而導致塗層破裂，使水、濕氣易於

侵入，產生鏽蝕、變形等缺陷；又如雷射切

削加工過程，工作物表面的液膜流動現象對

切割品質的影響；此外，薄膜流的不穩定性

亦有其正面的效果，例如在熱交換器中之蒸

發器與凝結器工作過程，液體薄膜的不穩定

性可增加熱傳的效果。 
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關於直立圓柱表面上薄膜流的穩定性

問題，在實際工業應用上，例如圓柱軸承的

作動中，圓柱具有旋轉的運動型態，圓柱的

旋轉效應對薄膜流穩定性的影響，在此方面

的研究並不多見。另外，在實際工業應用

上，如齒輪、軸承和凸輪潤滑液及高分子聚

合物等非牛頓系流體，流體的流變現象與牛

頓系流體有很大的差異，其流動具有液體的

黏滯性和類似固體彈性的特性，屬於黏彈性

流體(viscoelastic fluids)。因此，黏彈性流體

薄膜流穩定性之特性，在理論發展及實際應

用上是非常重要的研究課題。所以，本計畫

針對黏彈性流體薄膜流，研究沿垂直方向移

動的直立圓柱表面流下的薄膜流之弱非線

性液動穩定性問題，並分析圓柱以等速旋轉

的情況下，對流場穩定性的影響。 
 

二、文獻探討 

Lin[1]和Chandrasekhar[2]所發展的線性
穩定理論，其所得到的臨界條件僅是判斷流

場呈現不穩定狀態的充分條件而已，並無法

預測流場是否會達到另一平衡狀態。至於非

線性穩定性分析理論的發展，Landau[3]提出
Landau方程式，解釋紊流形成的過程。

Stuart[4]將流體外形假設成一線性擾動解，

代入擾動的能量平衡式中積分，進而導出振

幅演展的Landau方程式。Newel等[5], Segel 
[6]及Diprima等[7]假設流體受干擾時之最不

穩定的模式為一組波包(wave packet)，並藉
此觀念導出非線性振幅在空間和時間演展

的方程式，即為著名的Ginzburg-Landau方程
式。Walters[8]探討黏彈性流體在兩同心圓柱

間之流動問題。Gupta [9]以長波微小振幅擾
動法，探討二階(second order)黏彈性流體，

在直立平板面上薄膜流場之線性穩定性，並

推導出有關黏彈性參數與對應其物理邊界

條件之Orr-Sommerfeld方程式。研究結果指
出此黏彈性流體比牛頓流體較不穩定。

Gupta等[10]進一步指出三維流場之擾動比

二維流場之擾動更不穩定。Shaqfeh等[11]指

出黏彈性流體在低雷諾數時，流場較不穩

定；但在中等雷諾數時，流場較為穩定。

Dandapat等[12]研究黏彈性流體沿斜面流動

之孤立波問題。Andersson等[13]研究重力作

用下之直立平板面上黏彈性液膜流場，結果

發現黏彈性流體之薄膜厚度成長較牛頓流

體快。Cheng等[14]研究直立平板表面之黏彈

性流體薄膜流穩定性問題，結果發現黏彈性

流體液膜較牛頓系流體液膜不穩定，且隨流

體之黏彈性參數值增加，流場愈不穩定。 
 

三、研究方法 

(A) 統御方程式與邊界條件 
    本計畫研究 Walters B” 黏彈性非牛頓
系流體[15]，假設流體之表面張力、黏度及

密度等物理參數均為常數，且假設液體薄膜

之密度和黏滯性均遠大於氣體，因此可忽略

氣體效應。其物理模型及座標系統如圖 1所
示，流場為不可壓縮之三維軸對稱層流等溫

流場，採用圓柱座標系統，液體薄膜的氣液

交界面位於 處，其中),( ***** zthRr += *r 為徑

向座標， *z 為縱軸向座標， 為時間， 為

圓柱半徑， 為液膜厚度。令 及 分別代

表

*t *R
*h *u *w

*r 及 *z 方向之速度分量，則系統之統御方

程式及對應之邊界條件如下： 
連續方程式： 
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*z 方向之動量方程式： 
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其中 ρ是流體密度，
**rr

τ ，
**zz

τ ，
**zr

τ 及
**rz

τ 分

別表示如下： 
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邊界條件如下： 
在圓柱面上( ** Rr = )： 

   ，   (8) 0* =u ** Vw = w

其中 為直立圓柱沿垂直方向移動之速度。 *
wV

在薄膜自由面邊界上( )： *** hRr +=
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其中 為局部薄膜厚度， 為環境壓力，

為表面張力，各變數上標 ”*” 代表有因
次物理量。(9)和(10)式分別代表薄膜自由面
切線及法線方向之應力平衡狀態。  

*h *Pa
*S

薄膜自由面運動方程式為： 
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引進流線函數 ，其定義如下： *ϕ
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另定義下列各無因次量： 

  
*
0

*

h
zz α

= ，
*
0

*

h
rr = ，

*
0

**
0

h
tu

t
α

= ，
*
0

*

h
hh = ，

2*
0

*
0

*

hu
ϕϕ = ，

2*
0

**

u
pp

p a

ρ
−

= ，
ν

*
0

*
0Re hu

= ，

3/1
432

3*

)
2

(
g

SS
νρ

= ，
λ
πα

*
02 h

= ，
*
0

*

h
RR = ， 

2*
0

0

h

kk
ρ

=   (13) 

其中 為無因次黏彈性參數， 為雷諾數，k Re
α 為無因次波數， λ為擾動波波長，ν為運
動黏滯係數， 及 分別為穩態平衡時，薄

膜自由面之局部速度及局部厚度。直立圓柱

之移動速度可表示為 

*
0u *

0h

  
Γ

=
ν4

*
0* ghXVw

                        (14) 

其中 12 )]21()1ln()1(2[ −+−
+

+=Γ R
R

RR 且 X 為常

數。薄膜自由面之局部速度( )可表示如下： *
0u

  
Γ

+=
ν4

)1(
2*

0*
0

ghXu                     (15) 

圓周方向之速度為 ， 為圓柱旋

轉之角速度。無因次化旋轉數 (rotation 
number)定義如下： 

*** Ω= Rv *Ω

  
*
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*
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=                         (16) 

(B)黏彈性流體薄膜流之長波微擾解 

    由於具有自由面或不連續交界面上，長

波的干擾較短波的干擾不穩定，所以長波的

無因次波數(α )值很小，將ϕ及 以p α 為微
擾參數展開成以下的形式： 

                   (17)    )( 2ααϕϕϕ O++= 10

10                   (18) )( 2αα Oppp ++=
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將以上兩式代入無因次化後之統御方程式

及對應之邊界條件後，則可得關於α 的各階
系統方程式，分階求解，最後可求得薄膜自

由面運動方程式如下： 
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(C)薄膜穩定性分析理論 

假設平衡狀態液膜的無因次厚度值為

1( 1=h )，則非平衡狀態液膜的無因次厚度可

表示如下： 
  ),(1),( tztzh η+=  (25) 
其中 ),( tzη 是液膜表面的微小擾動量，為時

間函數。 
在線性液膜穩定性分析方面，利用正模

分析法 [16] 且忽略三次方以上之非線性

項，則可得線性的微擾動方程式之解如下： 

  ..)](exp[ ccdtzia +−=η  (26) 

其中 為無因次擾動的振幅，a ir iddd += 為

複數波速， 為前一項之共軛複數。複數

波速為： 
  

..cc

)( CBiAiddd ir −+=+=  (27) 
其中 為液膜表面擾動波之線性波速， 為

液膜表面擾動波之線性振幅增長率。藉由  
之值可判斷線性系統的狀態，可分為以下三

種情況： 
(1)若

rd id

id

0<id ，則系統為線性穩定狀態。 
(2)若 0=id ，則系統為臨界狀態。 
(3)若 ，則系統為線性不穩定狀態。 0>id
    在非線性液膜穩定性分析方面，採用多
重 尺 度 法 [17] ， 最 後 推 導 得 著 名 的
Ginzburg-Landau方程式如下，可用來研究液

膜的非線性行為。 
  0)( 2

11
2

2
1

2

1
2

=++−
∂
∂

+
∂
∂ − aaiFEad

z
aD

t
a

iε  (28) 

其中 

  CBD 61 −=  (29) 

)
2
3

2
3(

)104175(

''''''

'''
1

EDCB

eAeEDCBE ir

−++−+

−−++−=  (30) 

' '
1

' ''

( 5 17 4 10 )
1
2

i

r

F B C D E

Ae A

= − + + −

+ +

e  (31) 

 4



若波與波之間無交互作用，即滿足單一濾波

(monochromatic filtered wave)的條件，此單
一波的振幅滿足以下之方程式： 
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假設上式的解為以下的型式： 
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在線性不穩定區 ，若 ，則為超

臨界不穩定狀態；若 ，則為超臨界穩

定狀態，存在週期性的超臨界穩定波，其平

衡半振幅

)0( >id 1 0E <

01 >E

0aε 為：  

  
1

0 E
da i=ε  (36) 

對應超臨界穩定波之波速 為： rNc
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線性穩定區 ，若 ，則為亞臨界

穩定狀態；若 ，則系統存在亞臨界不

穩定性；若外界擾動量超過某一臨界值

)0( <id 01 >E
01 <E

02 aε ，則系統呈不穩定狀態。 
 

四、結果與討論 

    本計畫主要探討沿垂直方向移動的直
立圓柱表面流下的黏彈性流體薄膜流之弱

非線性液動穩定性問題，並分析圓柱以等速

旋轉的情況下，對流場穩定性的影響。根據

分析結果，影響黏彈性薄膜流的穩定性參數

包括：雷諾數，Re；無因次擾動波數，α ；
直立圓柱移動速度參數， X；旋轉數， 。

本文所使用之物理參數如下：(1)無因次表面
張力為 6173.5；(2)雷諾數範圍從 0至 10；(3)

無因次擾動波數範圍從 0至 0.12；(4)無因次
黏彈性參數為 0.05；(5) 直立圓柱移動速度

參數，

0R

X ，為 –0.09，0，及 0.12；(6)無因
次圓柱半徑，R，為 20；(7)旋轉數， 0R ，為 
0，0.05，0.1。其中直立圓柱移動速度參數，

X，與直立圓柱在垂直方向不同的移動速度

之相對應關係如表 1所示。 
    由線性穩定性分析理論可得到中立穩

定曲線( 0=id )，此曲線將 Re−α 平面分成

兩個區域，一是線性穩定區( < 0)，在此區
域微小擾動會隨時間之增加而衰減；另一是

線性不穩定區( > 0)，在此區域微小擾動會
隨時間之增加而增長。當擾動波成長至有限

波幅時，線性理論無法準確且有效的預測薄

膜流流場現象，必需考慮非線性效應的影

響。由非線性穩定性分析理論來探討在線性

穩定區內是否會轉變成不穩定的情況，即亞

臨界不穩定區。另針對在線性不穩定區內系

統是否會發展成穩定之規則波，即超臨界穩

定區。圖 2、圖 3及圖 4均顯示黏彈性流體

薄膜流系統都具有亞臨界不穩定區( < 0, 
< 0)和超臨界穩定區( > 0, > 0)之存

在。比較圖 2和 3(a)，顯示圓柱往下移動，
亞臨界穩定和超臨界穩定區域範圍增大，超

臨界不穩定區域範圍減小，亞臨界不穩定區

域範圍並沒有明顯的變化。由圖 2和 3(a) 亦
可明顯的看出斜線區域範圍(包括亞臨界不

穩定區及超臨界不穩定區) 隨圓柱往下移動
而減小。比較圖 2和 4(a)，顯示隨圓柱往上
移動，亞臨界穩定和超臨界穩定區域範圍減

小，超臨界不穩定區域範圍增大，亞臨界不

穩定區域範並沒有明顯的變化。由圖 2和 4(a) 
亦可明顯的看出斜線區域範圍(包括亞臨界

不穩定區及超臨界不穩定區) 隨圓柱往上移
動而增加。比較圖 3(a)和 3(b)以及圖 4(a)和
4(b)顯示：無論圓柱往上或往下移動時，增

加旋轉效應，即隨旋轉數（

id

id

id

1E id 1E

0R ）的增加，均
會使亞臨界穩定和亞臨界不穩定區域範圍

減小，超臨界穩定和超臨界不穩定區域範圍

增大。 
    圖 5 表示在 20=R ， 及0 0R = 5Re = ，
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不同 X 值之條件下，亞臨界不穩定區中的臨

界振幅值之變化。圖中顯示隨圓柱往下移

動，薄膜流系統的臨界振幅值愈大，流場呈

現相對穩定狀態；隨圓柱往上移動，薄膜流

系統的臨界振幅值愈小，流場較不穩定。圖

6表示在 及20=R 5Re = ，當圓柱往下移動，
不同 0R 值的條件下，亞臨界不穩定區中的臨

界振幅值之變化。圖中顯示隨圓柱旋轉速度

增加，薄膜流系統的臨界振幅值愈小，流場

較不穩定。圖 7 表示在 及20=R 5Re = ，當
圓柱往上移動，不同 0R 值的條件下，亞臨界

不穩定區中的臨界振幅值之變化。圖中顯示

隨圓柱旋轉速度增加，薄膜流系統的臨界振

幅值愈大，流場呈現相對穩定狀態。 
    圖 8表示在 ， 及20=R 0 0R = 10Re = ，

不同 X 值之條件下，超臨界穩定區中的平衡

振幅值之變化。圖中顯示隨圓柱往下移動，

薄膜流系統的平衡振幅值愈小，流場呈現相

對穩定狀態；隨圓柱往上移動，薄膜流系統

的平衡振幅值愈大，流場較不穩定。圖 9表
示在 及20=R 10Re = ，當圓柱往下移動，不

同 0R 值的條件下，超臨界穩定區中的平衡振

幅值之變化。圖中顯示隨圓柱旋轉速度增

加，薄膜流系統的平衡振幅值愈大，流場較

不穩定。圖 10 表示在 及20=R 10Re = ，當

圓柱往上移動，不同 0R 值的條件下，超臨界

穩定區中的平衡振幅值之變化。圖中顯示隨

圓柱旋轉速度增加，薄膜流系統的平衡振幅

值愈小，系統呈現較為穩定之狀態。 
    圖 11表示在 ， 及20=R 0 0R = 10Re = ，

在不同 X 值之條件下，超臨界穩定波之非線

性波速的變化曲線。圖中顯示隨圓柱往下移

動，薄膜流系統的非線性波速愈小，流場呈

現相對穩定狀態；相反的，隨圓柱往上移

動，薄膜流系統的非線性波速愈大，流場較

不穩定。圖 12 表示在 及20=R 10Re = ，當

圓柱往下移動，不同 0R 值的條件下，超臨界

穩定波之非線性波速的變化。圖中顯示隨圓

柱旋轉速度增加，薄膜流系統的非線性波速

愈大，流場較不穩定。圖 13表示在 20=R 及

10Re = ，當圓柱往上移動，不同 0R 值的條件

下，超臨界穩定波之非線性波速的變化。圖

中顯示隨圓柱旋轉速度增加，薄膜流系統的

非線性波速愈小，流場較為穩定。 
    由以上討論得知，沿垂直方向移動及等

速旋轉之直立圓柱表面流下之黏彈性流體

薄膜流系統的穩定性受圓柱的運動型態影

響極大。直立圓柱垂直往下移動，系統較穩

定，直立圓柱垂直往上移動，系統較不穩

定。另外，在增加圓柱旋轉效應的因素下，

當直立圓柱垂直往下移動，隨圓柱旋轉速度

的增加，系統呈現較不穩定的狀態；當直立

圓柱垂直往上移動，隨圓柱旋轉速度的增

加，系統較為穩定。 
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表1 直立圓柱在垂直方向不同的移動速度
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圖1 沿垂直方向移動及旋轉之直立圓柱表

面流下的薄膜流系統 
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圖2 非線性中立穩定曲線
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圖3(a) 非線性中立穩定曲線
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圖3(b) 非線性中立穩定曲線
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圖4(a) 非線性中立穩定曲線
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圖4(b) 非線性中立穩定曲線
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圖5 在不同 值條件下，亞臨界不穩定區中

的臨界振幅值(
X
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圖 6 在不同 0R 值條件下，亞臨界不穩定區     
中的臨界振幅值( 5Re = , ,0.05k = 0.12X = ) 
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圖7 在不同 0R 值條件下，亞臨界不穩定中

的臨界振幅值( 5Re = , , ) 0.05k = 0.09X = −

0.07 0.075 0.08 0.085 0.09
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

X = 0
X = 0.12
X = - 0.09

α  
圖8 在不同 值條件下，超臨界穩定區中的

平衡振幅值(
X
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圖 9 在不同 0R 值條件下，超臨界穩定區中

的平衡振幅值( Re 10= , ,0.05k = 0.12X = ) 
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圖10 在不同 0R 值條件下，超臨界穩定區的

平衡振幅值( Re 10= , ,0.05k = 0.09X = − ) 
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圖11 在不同 值條件下，超臨界穩定波之

非線性波速 (
X
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圖12 在不同 0R 值條件下，超臨界穩定波之

非線性波速 ( Re 10= , ,0.05k = 0.12X = ) 
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圖13 在不同 0R 值條件下，超臨界穩定波之

非線性波速( Re 10= , , ) 0.05k = 0.09X = −

六、計畫成果自評 

    本研究分析之結果已完成原計畫所預
定之研究，發現沿直立圓柱表面流下之黏彈

性流體薄膜流，圓柱在不同的運動型態包括

旋轉或垂直方向移動時，系統之穩定性狀

態。研究結果可作為薄膜流相關研究之參

考，且適合在相關學術期刊發表。 
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